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Riesci
a spostare

i fiammiferi in modo 
da ottenere 5 

quadrati?



I sistemi di equazioni lineari
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Teorema di Rouché-Capelli
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Stessa caratteristicaUna o infinite soluzioni

I sistemi lineari omogenei

D  0

Solo la soluzione nulla
(0; 0; …; 0)

D  0
A11; A12; …; A1n non tutti nulli

1 soluzioni
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a21 x1  a22 x2  … a2n xn  0

…

an1 x1  an2 x2  … ann xn  0
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V

 Le caratteristiche di un modello 

 ● Più fenomeni, un modello

 
Diversi fenomeni, come il suono pro-

dotto dalla corda di una chitarra pizzi-

cata, un terremoto, le onde prodotte 

da un sasso lanciato in uno stagno, 

l’emissione di luce, hanno punti in 

comune e possono essere studiati 

mediante uno stesso modello, quello 

dell’oscillatore armonico. 

● La costruzione del modello
Per costruire il modello dell’oscillatore armo-
nico, consideriamo l’oscillazione di una mas-
sa m attaccata a una molla come in i gura.
Se la molla viene deformata, allungandola 
o comprimendola, del vettore x, la massa è 
sottoposta a una forza elastica F  che ha stes-
sa direzione di x, verso contrario e intensità 
direttamente proporzionale a x, secondo una 
costante k che dipende dalle caratteristiche 
della molla. Quindi: kxF = .
Sappiamo anche che vale la legge di Newton: maF = , dove a è l’accelerazione.
Supponiamo inoltre che:

● non ci sia attrito fra la massa, l’aria e il piano d’appoggio;
● la massa della molla sia trascurabile;
● in prima approssimazione e su intervalli di tempo sui  cientemente brevi, la 

massa m si muova di moto uniformemente accelerato (l’errore che si commette 
adottando questa ipotesi è tanto minore quanto più è breve l’intervallo di tem-
po considerato).

Realtà 
e modelli

Quali sono le caratteristiche di un modello 
matematico? Quale rapporto c’è fra il modello 
e la realtà? 
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VI

● Le previsioni del modello
Il modello costruito, i ssata la posizione e la velocità iniziali, x0 e v0 , permette di 
ottenere la posizione x1, la velocità v1 e l’accelerazione a1 della massa dopo un in-
tervallo di tempo Dt. Conoscendo x1, v1 e a1 è poi possibile trovare x2, v2 e a2 dopo 
un secondo intervallo Dt, e così via.
Tenendo conto che:

a
m
F

m
kx

= =-

e applicando le formule del moto uniformemente accelerato ricaviamo:

( ) ; ;x x v t
m
k

x t v v
m
k

x t a
m
k

x
2
1

n n n n n n n nn 1
2

1$ $D D D= + + - = + - = -+ +b b bl l l .

 Attività 
●  Nell’ipotesi che x0 = 1 m, v0 = 0 m/s, m = 0,1 kg, k = 40 N/m e considerando Δt = 1 s, scrivi i 

primi valori delle successioni relative a x, v, a calcolando manualmente x1, x2, x3, v1, v2, v3, a0, a1, 

a2, a3.

●  Considerato, per esempio, Δt = 1 s e un numero adeguato di intervalli, con l’aiuto di un 

foglio elettronico traccia i gra� ci di x , v e a in funzione di t.

● Che analogie e differenze noti? 

● Ipotesi semplificatrici e limiti di un modello
Un modello matematico è l’espressione di quanto si conosce e si ritiene interessan-
te di una situazione o di un problema. La scelta delle variabili signii cative da stu-
diare e di quelle che invece si possono trascurare è la prima importante operazione 
nella costruzione del modello. Per esempio, nell’oscillatore armonico si è deciso 
di trascurare l’attrito dell’aria e la massa della molla. Naturalmente, proprio per la 
scelta attuata, ogni modello ha limiti di applicazione. 

Per sottolineare l’inutilità di un modello che non fac-

cia ipotesi semplifi catrici, è signifi cativo questo passo 

tratto da L’artefi ce di Borges, in cui si parla dell’Arte 

della Cartografi a in un Impero: 

 «[...] i Collegi dei Cartografi  eressero una Mappa 

dell’Impero, che uguagliava in grandezza l’Impero e 

coincideva puntualmente con esso. Meno Dedite allo 

Studio della Cartografi a, le Generazioni Successive com-

presero che quella vasta Mappa era Inutile e non senza 

Empietà l’abbandonarono alle Inclemenze del Sole e de-

gli Inverni.» 

(in Jorge Luis Borges, Tutte le opere, Mondadori, 1984)
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● Linguaggio matematico e previsioni
L’uso del linguaggio matematico è fondamentale per passare da una descrizio-
ne qualitativa a una quantitativa della situazione e per fare previsioni accurate. 
Nell’oscillatore armonico avresti potuto af ermare, con considerazioni qualitative, 
che la massa oscilla tra due posizioni simmetriche rispetto al punto di equilibrio; 
però solo l’equazione F = - kx, combinata con la seconda legge della dinamica 
e le equazioni del moto uniformemente accelerato, ha consentito di prevedere la 
posizione della massa oscillante in ogni istante. 

  Il rapporto fra modello e realtà 

● Dalla corrispondenza biunivoca…
Nel Seicento, grazie anche ai risultati ottenuti nel secolo precedente nel campo 
dell’algebra, si pongono le basi per un uso della matematica come strumento di 
conoscenza, descrizione e previsione dei fenomeni naturali. 
Celebre è il passo del Saggiatore di Galileo Galilei del 1623: «La i losoi a è scritta 
in questo grandissimo libro che continuamente ci sta aperto innanzi a gli occhi 
(io dico l’universo), ma non si può intendere se prima non s’impara a intender la 
lingua, e conoscer i caratteri, ne’ quali è scritto. Egli è scritto in lingua matematica, 
e i caratteri son triangoli, cerchi, ed altre i gure geometriche, senza i quali mezzi è 
impossibile a intenderne umanamente parola». 
Non c’è alcun dubbio che queste parole individuino nella matematica la discipli-
na privilegiata per costruire una descrizione razionale del mondo, fondata, come 
precisava Galileo, sulle sensate esperienze e sulle certe dimostrazioni. 

In Le città invisibili Calvino parla del rapporto fra realtà e 

modello come problema di verità, descrivendo la città di 

Eudossia. 

«A Eudossia, che si estende in alto e in basso, con vicoli 

tortuosi, scale, angiporti, catapecchie, si conserva un tap-

peto in cui puoi contemplare la vera forma della città. [...] 

se ti fermi a osservarlo con attenzione, ti persuadi che a 

ogni luogo del tappeto corrisponde un luogo della città e 

che tutte le cose contenute nella città sono comprese nel 

disegno [...]

Sul rapporto misterioso di due oggetti così diversi come il 

tappeto e la città fu interrogato un oracolo. Uno dei due 

oggetti, – fu il responso, – ha la forma che gli dei diedero al cielo stellato e alle orbite su cui ruotano 

i mondi; l’altro ne è l’approssimativo rifl esso, come ogni opera umana.

Gli àuguri già da tempo erano certi che l’armonico disegno del tappeto fosse di natura divina; in 

questo senso fu interpretato l’oracolo, senza dar luogo a controversie.

Ma nello stesso modo tu puoi trarne la conclusione opposta: che la vera mappa dell’universo sia la 

città d’Eudossia così com’è, una macchia che dilaga senza forma, con vie tutte a zig-zag, case che 

franano una sull’altra nel polverone, incendi, urla nel buio.»
(Italo Calvino, Le città invisibili, Mondadori, 1996) 
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VIII

Ma per Galileo la matematica non è soltanto la lingua della Natura: difalcati gli 
impedimenti, ossia semplii cata la complessità del mondo fenomenico,  i modelli 
matematici ne descrivono la vera essenza. Per esempio, eliminati gli attriti, otte-
niamo il principio d’inerzia che sta alla base del reale comportamento dei corpi in 
movimento. 
C’è in Galileo, e successivamente in Newton, la convinzione che esista fra modello 
matematico e realtà una perfetta corrispondenza biunivoca. 

…all’analogia 
Una prospettiva meno rigida, che domina la ricerca scientii ca i no agli inizi del 
Novecento, è quella dell’analogia meccanica: non si considera più il modello della 
meccanica newtoniana come costitutivo della realtà, ma solo come schema utile 
per una descrizione di fenomeni anche non appartenenti alla meccanica. 
La modellistica contemporanea compie poi un ulteriore passo, sostituendo, all’ana-
logia meccanica, l’analogia matematica. L’attenzione è spostata dal problema della 
verità a quello della descrizione e, soprattutto, della previsione dei comportamenti 
in situazioni complesse. 
Dice Von Neumann parlando del concetto di modello: «La giustii cazione di un 
sif atto costrutto matematico è soltanto e precisamente che ci si aspetta che fun-
zioni». 

 Attività 
I modelli matematici sono utilizzati nei più svariati campi disciplinari. Sviluppa questo tema 

con una presentazione multimediale.

Da leggere:

● Giorgio Israel, Modelli matematici, Muzzio, 2009. 

●  Ludwig Boltzmann, Modelli matematici, fisica e filosofia: scritti divulgativi, Bollati Boringhieri, 

1999. 

● Primo Brandi, Anna Salvadori, Modelli matematici elementari, Bruno Mondadori, 2004.

● Benoît B. Mandelbrot, Gli oggetti frattali, Einaudi, 2000.

Cerca nel Web:

modelli matematici, fisica, biologia, economia, medicina, sport, musica

«Le nuvole non sono sfere, le montagne non sono coni, le coste 

non sono circonferenze, la corteccia non è liscia, né il fulmine 

viaggia in linea retta.» 

Queste parole di Benoît B. Mandelbrot sottolineano la sfi da 

della modellistica moderna: descrivere la Natura nella sua 

complessità, senza eliminarne aspetti signifi cativi.   

Per farlo Mandelbrot utilizza nuove fi gure geometriche, i frattali.  
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LE MATRICI 
E I DETERMINANTI

La risposta a pag. 1259

IL RANKING DI GOOGLE Ideato nel 1998 da Sergey 

Brin e Larry Page, Google è il motore di ricerca più utilizza-

to al mondo. Soddisfa milioni di richieste al giorno e cerca 

informazioni in un database di oltre otto miliardi di pagine 

web.

Quale criterio utilizza Google per ordinare le pagine? 

18CA
PI

TO
LO

[numerazione cinese][numerazione devanagari][numerazione araba]
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CAPITOLO 18. LE MATRICI E I DETERMINANTITEORIA

1234

1. LE MATRICI
Per rappresentare un qualunque insieme di numeri, ordinato come in una tabella, 
si utilizza un quadro composto da righe e da colonne, delimitato a destra e a sini-
stra da due parentesi quadre:

2
3
5

6
1
2

0
5
3

1
7
5

6
0
2-

-> H.
Un quadro di questo tipo viene detto matrice.

 DEFINIZIONE

Matrice

Dati m  � n numeri, la tabella che li ordina in m righe e n colonne viene 
detta matrice.

Gli m � n numeri presenti nella matrice si chiamano elementi della matrice.

Se il numero delle righe è diverso da quello delle colonne, la matrice si dice rettan-

golare, altrimenti si dice quadrata.

 ESEMPIO

La matrice

0
1

1
0

0
0

0
1

< F
è rettangolare, perché è formata da 2 righe e 4 colonne, mentre la matrice

0
8
2
5

1
2
1
3

0
3
4
9

2
1
1
7

R

T

S
S
S
SS

V

X

W
W
W
WW

è quadrata, perché è formata da 4 righe e 4 colonne. Si dice che tale matrice è 
di ordine 4.

Per indicare gli elementi generici di una matrice m �n, utilizziamo una lettera 
dell’alfabeto, per esempio a, munita di due indici; il primo indica il numero di riga 
e il secondo il numero di colonna. Per esempio, l’elemento a32 si trova all’incrocio 
fra la 3a riga e la 2a colonna.

Una matrice generica di 3 righe e 4 colonne può essere rappresentata nel seguente 
modo:

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

11

21

31

12

22

32

13

23

33

14

24

34

R

T

S
S
SS

V

X

W
W
WW
.

seconda
colonna

4

3

2

2

1

8

5

4

7

6

0

5

a 3 2 = 8

terza riga
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Più in generale, una matrice m �n è indicata nel seguente modo:

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

am m m m

n

n

n

mn

11

21

31

1

12

22

32

2

13

23

33

3

14

24

34

4

1

2

3

f f f f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

R

T

S
S
S
S
S
SS

V

X

W
W
W
W
W
WW

 
m è il numero di righe,

  n è il numero di colonne.

Si è soliti indicare una matrice con lettere maiuscole: A, B, C, f I suoi elementi si 
rappresentano, come abbiamo visto, con lettere minuscole contrassegnate da due 
indici.

La scrittura

A  = [aik],   1 # i  # m e 1 # k  # n,

è una maniera abbreviata per descrivere una matrice m �n.

Due matrici m �n vengono dette dello stesso tipo e gli elementi che occupano lo 
stesso posto si dicono elementi corrispondenti.

 ESEMPIO

Le matrici

3
2

4
0

5
9

5
2

6
1

7
0

e
-

-
< <F F

sono dello stesso tipo, perché entrambe sono formate da 2 righe e 3 colonne. 
Elementi corrispondenti sono 3 e 5, 4 e - 6, 5 e 7, f

Due matrici dello stesso tipo sono uguali se gli elementi corrispondenti sono 
uguali.

 ESEMPIO

Le matrici 
1
2

3
1

2
0

1
2

3
1

2
0

e
- -< <F F

 
sono uguali.

Due matrici dello stesso tipo sono opposte quando gli elementi corrispondenti 
sono opposti.

 ESEMPIO

Le matrici 
1
2

3
1

2
0

1
2

3
1

2
0

e
- -

- -

-< <F F sono opposte.

  Matrici particolari
 DEFINIZIONE

Matrice nulla

Una matrice è nulla se tutti i suoi elementi sono uguali a 0.

La matrice nulla si indica con il simbolo O oppure Omn se si vuole precisare il 
numero delle righe e delle colonne.

● Due matrici dello stesso 
tipo si dicono anche simili.

PARAGRAFO 1. LE MATRICI
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 ESEMPIO

0
0

0
0

0
0

< F    è una matrice nulla.

 DEFINIZIONE

Matrice riga

Una matrice formata da una sola riga si chiama matrice riga o vettore riga.

 ESEMPIO

La matrice [1  3  -2  4] è una matrice riga.

 DEFINIZIONE

Matrice colonna

Una matrice formata da una sola colonna si chiama matrice colonna o vet-
tore colonna.

 ESEMPIO

La seguente è una matrice colonna:

2
1
4
5

-

-

R

T

S
S
S
SS

V

X

W
W
W
WW

.

 DEFINIZIONE

Matrice trasposta

La matrice trasposta della matrice

( )

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

m nrighe colonne

m m m m

n

n

n

mn

11

31

1

12

22

32

2

13

23

33

3

14

24

34

4

1

2

3

21

#

f f f f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

R

T

S
S
S
S
S
SS

V

X

W
W
W
W
W
WW

è la matrice che si ottiene da questa scambiando ordinatamente le righe con 
le colonne:

( ).

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

n mrighe colonne

n n n

m

m

m

m

mn

11

12

13

14

1

21

22

23

24

2

31

32

33

34

3

1

2

3

4 #

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

R

T

S
S
S
S
S
S
S
S
S

V

X

W
W
W
W
W
W
W
W
W

La trasposta di una matrice A si indica con AT.

● La trasposta della traspo-
sta di una matrice A è la 
matrice stessa:

 (AT )T = A.
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a1n

a2n

a3n

…

ann

a11

a21

a31

…

an1

…

…

…

…

…

a12

a22

a32

…

an2

a13

a23

a33

…

an3

..

..

..

..
..

..

� Figura 1 In rosso è evi-

denziata la diagonale princi-

pale e in giallo la diagonale 

secondaria di una matrice 

quadrata.

PARAGRAFO 2. LE MATRICI QUADRATE

 ESEMPIO

Data la matrice 3 � 4 la sua trasposta è la matrice 4 � 3:

1
6
2

3
2
8

4
3
6

1
5
7

-

-

-

-

> H,  

1
3
4
1

6
2
3
5

2
8
6
7

-

-

-

-

R

T

S
S
S
SS

V

X

W
W
W
WW

.

2. LE MATRICI QUADRATE
Abbiamo già visto che una matrice è quadrata quando il numero di righe è uguale 
al numero di colonne. Una generica matrice n � n viene indicata nel seguente 
modo:

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

an n n

n

n

n

nn

11

21

31

1

12

22

32

2

13

23

33

3

1

2

3

f f f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

R

T

S
S
S
S
S
SS

V

X

W
W
W
W
W
WW

     (n è il numero di righe e di colonne).

 DEFINIZIONE

Ordine di una matrice quadrata

Si chiama ordine di una matrice quadrata il numero delle sue righe (o delle 
colonne).

La matrice precedente è di ordine n.

La diagonale principale è formata da tutti gli elementi che si trovano sulla diago-
nale di estremi a11 e ann. Di conseguenza, tali elementi hanno i due indici uguali 
fra loro (a11, a22, a33, …).

La diagonale secondaria è formata da tutti gli elementi che si trovano sulla dia-
gonale di estremi a1n e an1. Di conseguenza, tali elementi hanno i due indici che 
sommati danno sempre n + 1.

 ESEMPIO

Nella seguente matrice di ordine 3:

5
2
2

6
0
4

8
1
3

-

-

> H gli elementi della diagonale principale sono 5, 0, 3;

  
gli elementi della diagonale secondaria sono 8, 0, 2.

In una matrice quadrata due elementi si dicono coniugati se i loro posti sono sim-
metrici rispetto alla diagonale principale, ossia tali elementi hanno gli stessi indici 
ma in ordine inverso: aik e aki.

 ESEMPIO

Nella seguente matrice sono coniugati 2 e - 2, 0 e 5, 1 e 4.

1
2

2
3
4

1
65

0
-> H
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 DEFINIZIONE

Matrice diagonale

Una matrice quadrata si dice diagonale quando tutti i suoi elementi sono 
nulli tranne quelli della diagonale principale.

 DEFINIZIONE

Matrice identica

Una matrice diagonale si dice identica (o matrice unità) quando gli elemen-
ti della diagonale principale sono tutti uguali a 1.

La matrice identica di ordine n si indica con il simbolo I n.

 ESEMPIO

La seguente matrice di ordine 3 è identica:

I

1
0
0

0
1
0

0
0
1

3 = > H.
 DEFINIZIONE

Matrice triangolare

Una matrice quadrata si dice:
•  triangolare superiore quando tutti i suoi elementi al di sotto della diago-

nale principale sono nulli;
•  triangolare inferiore quando sono nulli tutti i suoi elementi al di sopra 

della diagonale principale.

3.  LE OPERAZIONI
CON LE MATRICI

 DEFINIZIONE

Addizione di due matrici dello stesso tipo

La somma di due matrici dello stesso tipo è una terza matrice i cui elementi 
sono la somma degli elementi corrispondenti delle due matrici.

 
a b c

d e f

a b c

d e f

a a b b c c

d d e e f f
+ =

+ + +

+ + +

l l l

l l l

l l l

l l l
> > >H H H

 ESEMPIO

1
2
6

4
3
5

1
4
5

3
2
1

1 1
2 4
6 5

4 3
3 2
5 1

0
2
1

7
5
4

-

-

+

-

-

=

-

- +

-

+

+

- +

=

-

> > > >H H H H
Poiché il risultato di un’addizione fra matrici dello stesso tipo è ancora una matri-
ce dello stesso tipo, l’addizione è un’operazione interna nell’insieme delle matrici 
dello stesso tipo.

● Non è possibile sommare 
due matrici che non siano 
dello stesso tipo. Per 
esempio non si può ese-
guire la seguente addizione:

 
1
1

3
0

2
4

4
2

1
3-

+
-

-
; ;E E.

● Per esempio, la seguente 
è una matrice diagonale di 
ordine 4:

 

4
0
0
0

0
3
0
0

0
0
7
0

0
0
0
2

-

R

T

S
S
S
SS

V

X

W
W
W
WW

.

● Per esempio, la seguente 
matrice di ordine 3 è trian-
golare inferiore:

 
4
2
6

0
1
5

0
0
3

-> H.

● In simboli, se [ ]A aij=  e 
[ ]B bij=  sono due matrici 

dello stesso tipo, la loro 
somma è la matrice espressa 
come:

 [ ]A B a bij ij+ = + .
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L’addizione fra matrici dello stesso tipo gode delle proprietà commutativa e asso-

ciativa e ammette come elemento neutro la matrice nulla dello stesso tipo.

 DEFINIZIONE

Sottrazione di due matrici dello stesso tipo

La differenza fra due matrici dello stesso tipo è la matrice che si ottiene 
sommando alla prima matrice la matrice opposta della seconda.

a b c

d e f

a b c

d e f

a a b b c c

d d e e f f
- =

- - -

- - -

l l l

l l l

l l l

l l l
> > >H H H

 ESEMPIO

1
2
6

4
3
5

1
4
5

3
2
1

1
2
6

4
3
5

1
4
5

3
2
1

2
6

11

1
1
6

-

-

-

-

-

= -

-

+ -

-

-

-

= -

-

> > > > >H H H H H
 DEFINIZIONE

Moltiplicazione di una matrice
per un numero reale

Il prodotto di una matrice per un 
numero reale k è una matrice dello 
stesso tipo i cui elementi sono tutti 
moltiplicati per k .

k
a b c

d e f

k a k b k c

k d k e k f
$

$ $ $

$ $ $
=> >H H

 ESEMPIO

3
2
5

1
4

0
3 15

06 3
12 9

$
-

-

- -

-

-
=< <F F

 DEFINIZIONE

Moltiplicazione di una matrice 
riga 1 � n per una matrice 
colonna n � 1

Il prodotto di una matrice riga per 
una matrice colonna, con lo stesso 
numero di elementi, è una matrice 
formata da un solo elemento, otte-
nuto sommando fra loro i prodotti 
degli elementi corrispondenti.

a b c

d

e

f

a d b e c f

$

$ $ $

=

+ +=

R

T

S
S
SS

5
6

V

X

W
W
WW

?
@

Se A  = [a1j], con 1 # j  # n, è una matrice riga e B  = [bi1], con 1 # i  # n, è una 
matrice colonna, il loro prodotto si esprime come:

[ ]A B a a a

b

b

b

a b a b a bn

n

n n11 12 1

11

21

1

11 11 12 21 1 1$ $f
f

f= = + + +

R

T

S
S
S
S
S

6
V

X

W
W
W
W
W

@ .

● L’elemento neutro per 
l’addizione fra matrici è una 
matrice E tale che

 A + E = E + A = A

per ogni matrice A.

● In simboli, se A = [aij] e 
B = [bij] sono due matrici 
dello stesso tipo, la loro dif-
ferenza è la matrice:

 A - B = [aij - bij].

● Se la matrice riga e la 
matrice colonna hanno un 
numero diverso di elementi, 
non è possibile calcolare il 
prodotto.

● Gli elementi corrispon-
denti sono quelli che occu-
pano lo stesso posto d’or-
dine nella riga e nella 
colonna.

● In simboli, se k è un 
numero reale e [ ]aA ij=  
una matrice qualsiasi, la 
matrice prodotto di k per A 
è espressa come:

 [ ]k A k aij$ $= .

PARAGRAFO 3. LE OPERAZIONI CON LE MATRICI

● Il punto di moltiplicazio-
ne fra le matrici può essere 
sottinteso. Pertanto scrive-
remo indifferentemente:

 A $ B o AB.
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 ESEMPIO

Calcoliamo il prodotto di una matrice riga di 3 elementi per una matrice 
colonna, sempre di 3 elementi:

[ ( )] [ ]2 0 1
3
4
2

2 3 0 4 1 2 4$ $ $ $

-

= + + - =5 >? H .

Il risultato è la matrice [4], di ordine 1.

● Se la prima matrice ha 
un numero di colonne
diverso dal numero di
righe della seconda matrice, 
allora non è possibile calco-
lare il prodotto.

● Due matrici tali che il 
numero delle colonne della 
prima sia uguale al numero 
delle righe della seconda si 
dicono conformabili.

 DEFINIZIONE

Moltiplicazione di una matrice m � n per una matrice n � p

Il prodotto di una matrice A di tipo m  � n per una matrice B di tipo n  � p 
è una matrice C di tipo m  � p, il cui elemento chk è dato dal prodotto della 
riga numero h della prima matrice per la colonna numero k della seconda 
matrice.

3 "

2
-

2
-

3!

a b

c d

e f

m n o

p q r
e n f q

$

$ $

g g g

g g g

g g

=

+

R

T

S
S
S
S

R

T

S
S
S
S

>
V

X

W
W
W
W

V

X

W
W
W
W

H

Se A  = [ahj] è una matrice m  � n e B  = [bik] è una matrice n � p, il loro prodot-
to è la matrice C  = [chk] di tipo m  � p espressa nel modo seguente:

a a a

b

b

b

c1 2h h h

h

n

k

k

nk

k

1

2
$

fffff

f

fffff
h f

h

h

h

f
=

R

T

S
S
S
S
S

R

T

S
S
S
S
S

>
V

X

W
W
W
W
W

V

X

W
W
W
W
W

H
riga h

colonna k colonna k

riga h

[ ]A B C chk$ = = ,

c a b a b a b1 2h h h hk k k n nk1 2 f= + + + .

 ESEMPIO

Calcoliamo il prodotto fra una matrice 2 � 3 e una matrice 3 � 4. Scriviamo 
la matrice prodotto 2 � 4 con gli elementi generici:

a

a

a

a

a

a

a

a

2
1

0
2

1
3

1
5
0

0
1
1

3
4
2

0
2
3

11

21

12

22

13

23

14

24
$

- -
-

-

=< > =F H G.

Determiniamo gli elementi della prima riga della matrice prodotto, molti-
plicando la prima riga della prima matrice per tutte le colonne della seconda 
matrice.
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Calcoliamo a11:

[ ] [ ]2 0 1
0

2 0 5 1 0
1
5 1 2$ $ $ $= + + =5 >? H .

Quindi a11 = 2.
Analogamente, otteniamo:

a12 = 1, a13 = 4 e a14 = 3.

Gli elementi della prima riga della matrice prodotto sono:

2, 1, 4, 3.

Determiniamo gli elementi della seconda riga della matrice prodotto, molti-
plicando la seconda riga della prima matrice per tutte le colonne della secon-
da matrice.

Calcoliamo a21:

[ ]
1
5
0

1 2 3 11$ =- - -5 >? H .

Quindi a21 = - 11.

Analogamente, si otteniamo:

a22 = 5, a23 = - 17 e a24 = 5.

Gli elementi della seconda riga della matrice prodotto sono:

- 11, 5, - 17, 5.

Possiamo scrivere:

2
1

0
2

1
3

1
5
0

0
1
1

3
4
2

0
2
3

2
11

1
5

4
17

3
5

$
- -

-

-

=
- -

< > <F H F.

● Se A e B sono due matrici qualsiasi, è possibile eseguire i prodotti A  $ B e B  $ A se e solo se A 
è di tipo m  � n e B di tipo n  � m. La condizione è verificata se, in particolare, A e B sono 
matrici quadrate dello stesso ordine.

  Le proprietà della moltiplicazione
In generale, la moltiplicazione fra matrici quadrate non è commutativa.

 ESEMPIO

Consideriamo le seguenti matrici quadrate 2 � 2:

,A B
1
1

0
2

2
0

1
0

=
-

=
-< <F F.

Calcoliamo i prodotti:

,A B B A
0 0

2
2

1
1

3 2
$ $=

-

-
=

-< <F F.
Quindi: A $ B  ! B  $ A .

● Applicando la definizio-
ne di prodotto di matrici, 
possiamo anche calcolare la 
potenza n-esima di una 
matrice quadrata che defi-
niamo:

A A A$ $ $f , .A n 2conn

n volte

$= 1 2 344 44

● Se A $ B = B $ A, allora A 
e B si dicono commutabili.
Per esempio, puoi verificare

che le matrici 
2 0

0 1
A =

-
< F

e B
3 0

0 2
= < F sono commu-

tabili. In generale, sono 
commutabili le matrici dia-
gonali dello stesso ordine.

PARAGRAFO 3. LE OPERAZIONI CON LE MATRICI
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Enunciamo le proprietà di cui gode la moltiplicazione fra matrici:

• proprietà associativa:

(A  $ B) $ C  = A  $ (B  $ C);

•  proprietà distributiva (a sinistra e a destra) della moltiplicazione rispetto all’ad-
dizione:

A  $ (B  + C) = A  $ B  + A  $ C ;   (A + B) $ C  = A  $ C + B $ C .

Inoltre, se A e B sono matrici quadrate di ordine n:

• la moltiplicazione per la matrice nulla ha per prodotto la matrice nulla:

A  $ O = O $ A  = O;

• la moltiplicazione per la matrice identica ha per prodotto la matrice stessa:

A  $ In = In $ A  = A ,

  quindi la matrice identica di ordine n è l’elemento neutro della moltiplicazione 
fra matrici quadrate di ordine n;

•  la trasposta del prodotto di due matrici quadrate è uguale al prodotto della tra-
sposta della seconda matrice per la trasposta della prima:

(A  $ B)T = BT $ AT.

Vale anche la proprietà distributiva della moltiplicazione di un numero rispetto 
all’addizione di matrici:

a $ (A  + B) = a $ A  + a $ B ,   a ! R .

Non vale la legge di annullamento del prodotto. Infatti, la matrice prodotto A B$  
può essere la matrice nulla O senza che siano nulle le matrici A e B.

In tal caso le matrici A e B si dicono divisori dello zero.

 ESEMPIO

Le matrici A 3
1

2

1

6
= > H e B

3
1

0
0

=
-
< F sono divisori dello zero.

Infatti 
0
0

0
0

A B$ = < F.
Non vale la legge di cancellazione, ossia si può verificare che

A B A C$ $= ,

ma B C! .

 ESEMPIO

A
1
2

2
4

=
-

-< F,     4
0

B = < F,     6
1

C = < F.
4
8

A B A C$ $= =
-
< F,     ma B C! .

● Supponiamo che per le 
matrici A, B e C sia possi-
bile calcolare le somme e i 
prodotti indicati.

● Data un’operazione ) di 
moltiplicazione nell’insieme 
A, vale la legge di annulla-
mento del prodotto se, a6 , 
b A! , da a b 0) =  segue 
che a b0 00= = .
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4.  I DETERMINANTI
A ogni matrice quadrata viene associato un numero reale, detto determinante 
della matrice. Per indicare il determinante di una matrice si può scrivere «det» 
davanti alla matrice, oppure scrivere gli stessi elementi della matrice, delimitati da 
due righe verticali.

Se detA a A

a a a

a a a

ij

n

n n nn

11 12 1

1 2

"

f

f f f f

f

= =7 A .

 ESEMPIO

1
1

3
5

det
1
1

3
5-

=
-

< F .

Prima di definire il determinante di una generica matrice n  � n, prendiamo in 
esame i determinanti delle matrici del primo, secondo e terzo ordine.

 DEFINIZIONE

Determinante di una matrice 1 � 1

Il determinante di una matrice del 
primo ordine è uguale al numero 
stesso che compare nella matrice.

a a=

 ESEMPIO

[ ]det 14 14 14- = - =- .

 DEFINIZIONE

Determinante di una matrice 2 � 2

Il determinante di una matrice 
del secondo ordine è uguale alla 
differenza fra il prodotto dei due
elementi della diagonale principale 
e il prodotto dei due elementi della 
diagonale secondaria.

a  b
c  d

a • d − b • c=

 ESEMPIO

5
1

3
7

5 7 3 ( 1) 32det
5
1

3
7

$ $
-

-
=

-

-
=- - - =-< F .

● Hai già usato nel biennio 
i determinanti del secondo 
ordine per risolvere i siste-
mi lineari di due equazioni 
in due incognite mediante
il metodo di Cramer.

● Il determinante si defini-
sce soltanto per le matrici 
quadrate.

● Attenzione: non devi 
confondere il simbolo di 
determinante con quello di 
valore assoluto!

PARAGRAFO 4. I DETERMINANTI
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  Il determinante di una matrice di ordine 3
Per calcolare il determinante di una matrice di ordine 3 illustriamo un procedi-
mento che riconduce il calcolo ai determinanti di ordine 2. Diamo prima alcune 
definizioni.

I complementi algebrici

Consideriamo una matrice A di ordine 3 e analizziamo gli elementi della sua pri-
ma riga. I termini a11 e a13 sono detti di classe pari perché la somma dei loro indici 
è un numero pari, mentre a12 è detto di classe dispari perché la somma dei suoi 
indici è un numero dispari.

 DEFINIZIONE

Classe pari o dispari di un elemento aij

Data una matrice A di ordine 3, un elemento aij, con 1 # i  # 3 e 1 # j  # 3, 
si dice di classe pari (dispari) se i  + j è un numero pari (dispari).

Definiamo ora il complemento algebrico.

Nella matrice A scegliamo un elemento di classe pari, per esempio a11, e soppri-
miamo la riga e la colonna cui appartiene l’elemento scelto.

Otteniamo in questo modo una nuova matrice di ordine 2, di cui calcoliamo il 
determinante, che facciamo precedere dal segno +:

A
a

a

a

a11
22

32

23

33
=+  .

A11 è detto complemento algebrico di a11.

Ripetiamo ora il procedimento per un elemento di classe dispari, per esempio a12. 
In corrispondenza dell’elemento, sopprimiamo la prima riga e la seconda colonna 
della matrice A.

Della nuova matrice di ordine 2 calcoliamo il determinante e ne consideriamo 
l’opposto (che indichiamo con la lettera maiuscola A12):

A
a

a

a

a1
2

3

23

33
2

1

1
=-  .

A12 è detto complemento algebrico di a12.

Osserva che il segno + o il segno - viene attribuito a seconda che l’elemento aij 
sia di classe pari o dispari.

Definiamo allora per un elemento qualsiasi aij il complemento algebrico nel modo 
seguente.

 DEFINIZIONE

Complemento algebrico di un elemento aij

Il complemento algebrico di un elemento aij di una matrice A di ordine 3 è 
il determinante della matrice di ordine 2 ottenuta da A sopprimendo la riga 
e la colonna cui l’elemento appartiene, preceduto dal segno + o dal segno 
- a seconda che aij sia di classe pari o dispari.

 

 

a

a

a

a

a

a

a

a

a

11

21

31

12

22

32

13

23

33

R

T

S
S
SS

V

X

W
W
WW

 

 

a

a

a

a

a

a

a

a

a

11

21

31

12

22

32

13

23

33

R

T

S
S
SS

V

X

W
W
WW

 

 

a

a

a

a

a

a

a

a

a

11

21

31

12

22

32

13

23

33

R

T

S
S
SS

V

X

W
W
WW
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Si può dimostrare che la somma dei prodotti degli elementi di una riga (o colon-
na) per i rispettivi complementi algebrici non dipende dalla riga (o colonna) con-
siderata.

 TEOREMA

Determinante di una matrice 
3 � 3

Il determinante di una matrice del 
terzo ordine è uguale alla somma 
dei prodotti degli elementi di una 
qualunque riga (o colonna) per i 
rispettivi complementi algebrici.

=

=  a
11

 • A
11

 + a
12

 • A
12

 + a
13

 • A
13

a11

a21

a31

a12

a22

a32

a13

a23

a33

 ESEMPIO

Calcoliamo il seguente determinante del terzo ordine:

3
1
2

1
4
3

2
5
3

4
3

5
3

1
2

5
3

1
2

4
3

3 1 2$ $ $= - + =

( ) ( ) ( )3 12 15 1 3 10 2 3 8 9 7 10 12= - - - + - =- + - =- .

  La regola di Sarrus
È possibile calcolare il determinante di una matrice del terzo ordine in un altro 
modo, facendo uso della regola di Sarrus.

 ESEMPIO

Calcoliamo il determinante dell’esempio precedente servendoci della regola 
di Sarrus, come illustrato nella figura 2.

● La regola di Sarrus è 
valida solo per calcolare i 
determinanti del terzo 
ordine.

� Figura 2g

3

1

2

1

4

3

2

5

3

3

1

2

36 + 10 + 6 = 52

1

4

3

3

1

2

1

4

3

2

5

3

3

1

2

1

4

3

a. Ricopiamo a destra del
determinante i termini delle
prime due colonne della
matrice.

= 52 − 64 = − 12

b. Moltiplichiamo i termini
lungo la diagonale
principale e lungo le due
diagonali parallele a essa;
scriviamo i prodotti e li
sommiamo.

c. Ripetiamo il procedimento
moltiplicando i termini
lungo la diagonale
secondaria e lungo le due
diagonali parallele a essa;
scriviamo i prodotti e li
sommiamo.

d. Il determinante è uguale
alla differenza fra la prima
e la seconda somma di
prodotti.

3

1

2

1

4

3

3

1

2

1

4

3

2

5

3

16 + 45 + 3 = 64

3

1

2

1

4

3

2

5

3

=

● Per calcolare il determi-
nante consideriamo gli ele-
menti della prima riga. 
Otterremmo lo stesso risul-
tato partendo da qualunque 
riga o colonna.
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In generale, per una matrice di ordine 3 qualsiasi A  = [aij], con 1 # i, j  # 3, pos-
siamo ricavare la regola di Sarrus dal seguente schema:

�� � � � �

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

11

21

31

12

22

32

13

23

33

11

21

31

12

22

32

e quindi ottenere:

a

a

a

a

a

a

a

a

a

11

21

31

12

22

32

13

23

33

=

a a a a a a a a a a a a a a a a a a11 22 33 1 2 3 1 2 3 1 22 3 11 2 3 1 2 332 3 1 3 1 2 3 1 3 2 2 1= + + - - - .

  Il determinante di una matrice di ordine n
Se si esclude la regola di Sarrus, le definizioni e le regole date per calcolare un 
determinante del terzo ordine possono essere estese anche a determinanti di ordi-
ne superiore al terzo.

 DEFINIZIONE

Determinante di una matrice n �  n

Il determinante di una matrice di ordine n è uguale alla somma dei prodotti 
degli elementi di una qualunque riga (o colonna) per i rispettivi comple-
menti algebrici.

Il calcolo del determinante di una matrice di ordine n, sviluppato rispetto agli 
elementi della prima riga, è il seguente:

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a A a A a Aa A

n n

n

n

nn

n nj j

11

21

1

12

22

2

1

2
11 11 12 12 1 11 1$ $ $ $

f f

f

f

f

f

f
f f= + + + + + .

● Ricordiamo che i complementi algebrici degli elementi della prima riga sono i seguenti.

A

a

a

a

a

a

a

a

a

an n

n

n

nn

11

11

21

1

12

22

2

1

2

f f

f

f

f

f

f
=+ , A

a

a

a

a

a

a

a

a

an n

n

n

nn

12

11

21

1

12

22

2

1

2

f f

f

f

f

f

f
=- , ( 1)A

a

a

a

a

a

a

a

a

a

j
j

n

j

j

nj

n

n

nn

1
1

11

21

1

1

2

1

2
$
f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f
= - + .

 ESEMPIO

Calcoliamo il determinante della seguente matrice 4 � 4:

A

1
2
0
1

0
1
1
2

0
2
3
1

1
1
4
1

=
-

-

-

R

T

S
S
S
SS

V

X

W
W
W
WW

.

Osserviamo che conviene sviluppare il calcolo rispetto alla riga o alla colonna 
che contiene il maggior numero di elementi nulli.

● Il complemento alge-
brico di un elemento aij di 
una matrice A di ordine n è 
il determinante della 
matrice di ordine n 1-  
ottenuta da A sopprimendo 
la riga e la colonna cui l’ele-
mento appartiene, prece-
duto dal segno + o dal 
segno -, a seconda che aij 
sia di classe pari o dispari.
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Sviluppiamo il calcolo rispetto alla prima riga, che presenta due elementi 
uguali a 0:

a A a A

1
2
0
1

0
1
1
2

0
2
3
1

1
1
4
1

1
1
2

2
3
1

1
4
1

2
0
1

1
1
2

2
3
1

11 11 14 14$ $
-

-

-
= + = -

-

-

- -

-

-

.

Calcoliamo i due determinanti del terzo ordine con la regola di Sarrus.

Primo determinante: ( )3 16 1 6 4 2 18+ - - - + + = .

Secondo determinante: ( )2 3 0 2 12 0 11- + + - - + = .

Quindi:

det A  = 18 - 11 = 7.

5. LE PROPRIETÀ
DEI DETERMINANTI

Per i determinanti valgono le proprietà che ora enunciamo.

 PROPRIETÀ 1

Determinante di una matrice 
con un’intera riga (o colonna) 
nulla

Se in una matrice quadrata compare 
un’intera riga (o colonna) di elementi 
tutti uguali a 0, allora il determinante 
della matrice è uguale a 0.

a1n

a2n

…

ann

a11

a21

…

an1

…

…

…

…

0

0

…

0

a13

a23

…

an3

= 0

 ESEMPIO

5
0
1

1
0
3

6
0
2

0
-

=

Infatti, se si sceglie la riga degli zeri e si sviluppa il calcolo del determinante 
risulta: 0 $ A21 + 0 $ A22 + 0 $ A23 = 0.

 PROPRIETÀ 2

Determinante di una matrice con 
righe (o colonne) in proporzione

Se in una matrice quadrata due ri-
ghe (o due colonne) sono uguali o
in proporzione, allora il determi-
nante della matrice è uguale a 0.

a11

k • a11

a31

…

an1

= 0

a12

k • a12

a32

…

an2

a1n

k • a1n

a3n

…

ann

…

…

…

…

…

Bergamini, Trifone, Barozzi MATEMATICA.BLU - Modulo T © Zanichelli 2014



CAPITOLO 18. LE MATRICI E I DETERMINANTITEORIA

1248

 ESEMPIO

2
1
4

3
5
6

1
6
2

0=

Infatti, la prima e la terza riga hanno gli elementi corrispondenti in propor-
zione: 2 e 4, 3 e 6, 1 e 2.

Verifichiamo la proprietà eseguendo il calcolo del determinante, sviluppato 
rispetto agli elementi della prima riga:

2
1
4

3
5
6

1
6
2

2
5
6

6
2

3
1
4

6
2

1
1
4

5
6

$ $ $= - + =

= 2 (- 26) - 3(- 22) + (- 14) = - 52 + 66 - 14 = 0.

 PROPRIETÀ 3

Determinante di una matrice con una riga (o colonna) moltiplicata 
per un numero reale

Se in una matrice quadrata si moltiplicano tutti gli elementi di una riga (o 
colonna) per un numero reale k , allora anche il determinante della matrice 
risulta moltiplicato per k .

= k • D

k • a11

…

an1

k • a12

…

an2

k • a1n

…

ann

…

…

…

=

a11

…

an1

a12

…

an2

a1n

…

ann

…

…

…

D

 ESEMPIO

Dato il determinante D
2
4

5
3

=
-

 , esso vale 2 $ 3 - (-4) $ 5 = 26.

Moltiplichiamo gli elementi della prima riga per 4 e otteniamo:

8
4

20
3

( ) D24 80 104 4
-

= - - = = , perché 104 = 4 $ 26.

 PROPRIETÀ 4

Determinante di una matrice in cui a una riga (o colonna) si somma 
un’altra riga (o colonna) moltiplicata per un numero reale

Se in una matrice quadrata a ogni elemento di una riga si somma il corrispon-
dente elemento di un’altra riga, moltiplicato per un numero reale k , allora il 
determinante della matrice non cambia. Lo stesso accade per due colonne.

a1n + ka2n

a2n

…

ann

a12 + ka22

a22

…

an2

a11 + ka21

a21

…

an1 …

a11

a21

…

an1

a12

a22

…

an2

a1n

a2n

…

ann

…

…

…

…

= D = D

…

…

…

● Se A è una matrice n n# , 
allora

 ( )det detkA k An $= .
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 ESEMPIO

Dato il determinante ( )D
1
2

3
5

1 5 2 3 11$ $=
-

= - - = , aggiungiamo a

ogni elemento della seconda riga il corrispondente della prima riga moltipli-
cato per 2 e otteniamo:

D
1

2 2
3

5 6
1 3

11
11

0- + +
= = = .

Osserviamo come la proprietà 4 consenta di semplificare i calcoli dei determinanti 
delle matrici di ordine superiore a 3.

 ESEMPIO

Calcoliamo il determinante della matrice:

5
1
7
1

3
2
5
3

2
1
1
4

4
0
2
2

A =

-

-

-

-

-

R

T

S
S
S
SS

V

X

W
W
W
WW

.

Osserviamo come la seconda riga contenga un elemento nullo.
Tramite la proprietà 4 modifichiamo gli elementi della seconda e della terza 
colonna per ottenere nella seconda riga altri elementi nulli: aggiungiamo a 
ogni elemento della seconda colonna il corrispondente della prima colonna 
moltiplicato per 2 e a ogni elemento della terza colonna il corrispondente 
della prima colonna moltiplicato per -1 e otteniamo:

det A D

5
1
7
1

3 10
2 2

5 14
3 2

2 5
1 1
1 7
4 1

4
0
2
2

5
1
7
1

13
0

19
1

7
0
8
5

4
0
2
2

= =

-

+

- +

+

-

- -

-

- -

+ -

=

-

-

-

-

.

E ora sviluppiamo il calcolo del determinante rispetto alla seconda riga:

( )
13
19

1

7
8
5

4
2
2

D 1 2 1 $= -

-

-

-

=+

= - [13(- 8)(- 2) + (- 7) $ 2 $ 1 + 4 $ 19 $ 5 +

- 1 $ (- 8) $ 4 - 5 $ 2 $ 13 - (- 2) $ 19 $ (- 7)] = - 210.

 PROPRIETÀ 5

Determinante di una matrice con due righe (o colonne) scambiate
fra loro

Se in una matrice quadrata si scambiano fra loro due righe (o due colonne), 
allora il determinante della matrice cambia segno.g

=          –

a11

a21

…

an1

a12

a22

…

an2

…

…

…

…

a1n

a2n

…

ann

a21

a11

…

an1

a22

a12

…

an2

…

…

…

…

a2n

a1n

…

ann

● Applicando ripetuta-
mente la proprietà 4, si 
possono rendere nulli tutti 
gli elementi di una linea 
(riga o colonna) tranne uno. 
Il calcolo del determinante 
sviluppato rispetto agli ele-
menti di tale linea risulta 
così molto semplificato.
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 ESEMPIO

Il determinante 
3

D
1
2 5

11=
-

=  e il determinante 
3

D
2
1

5
11=

-
=-l  

sono opposti.

 PROPRIETÀ 6

Determinante della trasposta di una matrice

Se due matrici quadrate sono fra loro trasposte, allora hanno uguale il 
determinante.

a11

a12

…

a1n

a21

a22

…

a2n

…

…

…

…

an1

an2

…

ann

=

a11

a21

…

an1

a12

a22

…

an2

…

…

…

…

a1n

a2n

…

ann

 ESEMPIO

Le matrici trasposte 
3
6

5
6

2
5

2
3

e< <F F hanno il determinante uguale. Infatti:

6
2
5

3
12 15 3

2
3

5
6

12 15 3e= - =- = - =- .

 PROPRIETÀ 7

Proprietà dei complementi algebrici di una riga

Scelta una riga di una matrice quadrata, se si sommano i prodotti degli ele-
menti di questa riga per i complementi algebrici degli elementi corrispon-
denti di un’altra riga, il risultato è uguale a 0.

 ESEMPIO

È data la matrice:

1
4
2

2
6
5

3
5
4

-

-

-> H.
Consideriamo la prima riga [1  -2   3] e i complementi algebrici dell’ultima 
riga. Moltiplichiamo ogni elemento della prima riga per i suddetti comple-
menti algebrici e poi sommiamo:

2
6

3
5

1
4

3
5

1
4

2
6

( )1 2 3$ $ $
-

- - - -

-
- - + =

= 1 $ (10 - 18) + 2 $ (-5 + 12) + 3 $ (6- 8) = - 8 + 14 - 6 = 0.

 PROPRIETÀ 8

Determinante del prodotto di due matrici

Date due matrici quadrate A e B dello stesso ordine, la loro matrice prodot-
to ha per determinante il prodotto dei loro determinanti:

 det (A � B) = det A � det B.

● Questa proprietà viene 
anche chiamata teorema di 
Laplace.

● Questa proprietà viene 
anche chiamata teorema di 
Binet.
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 ESEMPIO

Calcoliamo il prodotto delle seguenti matrici di ordine 2:

0
3

1
2

2
7

2
1

0
3

0
9

$
-

=
-

< < <F F F.
Calcoliamo i determinanti delle prime due matrici e della matrice prodotto:

0
3

,
1
2

2
1

6
0
3

3=
-

= ;    
0
9

2
7

18
-

= .

È vero che 18 = 6 $ 3.

Dalla definizione di determinante si possono dedurre alcune proprietà che agevo-
lano i calcoli in alcuni casi.
1.  Il determinante di una matrice diagonale è dato dal prodotto degli elementi 

della diagonale principale.
2.  Il determinante di una matrice triangolare è dato dal prodotto degli elementi 

della diagonale principale.
3.  Il determinante della matrice identica In è 1.

6.  IL RANGO
Consideriamo la matrice:

4
8
2

2
3
1

3
6
1

1
2
1

-

-

-

> H.
Da questa matrice a 3 righe e 4 colonne è possibile estrarre delle sottomatrici qua-
drate, come la seguente:

4
8
2

3
6
1

1
2
1

-

-

-

> H.
Questa sottomatrice è del terzo ordine. Il suo determinante si chiama minore di 

ordine 3.

Possiamo anche estrarre una sottomatrice del secondo ordine, come la seguente:

2
3

4
8
< F.

Il suo determinante si chiama minore di ordine 2.

 DEFINIZIONE

Minore di ordine q

Data una matrice A di m righe e n 
colonne, si chiama minore di ordine 
q della matrice A il determinante di 
una sottomatrice quadrata estratta 
da A e formata da q righe e q colonne.

a11

a21

a31

a12

a22

a32

a11

a31

a12

a32

matrice 3 × 2 minore di
ordine 2

 DEFINIZIONE

Rango di una matrice

Si chiama rango di una matrice non nulla il massimo ordine dei minori non 
nulli estraibili da essa.

● q è minore o uguale al 
più piccolo fra m e n.

● Un elemento qualsiasi
di una matrice può essere 
considerato un minore
di ordine 1.

● Il rango di una matrice è 
anche detto caratteristica 
della matrice.
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Il rango r di una matrice soddisfa quindi due condizioni:
1.  r è l’ordine di almeno un minore non nullo estraibile dalla matrice;
2.  tutti i minori non nulli estraibili hanno ordine minore o uguale a r.

 ESEMPIO

Verifichiamo che la seguente matrice 4 � 3 ha rango r = 2.

1
4
2
6

2
6
4

12

1
2
2
6

R

T

S
S
S
SS

V

X

W
W
W
WW

Da questa matrice possiamo estrarre minori di ordine 3, 2 e 1.

1.  Tutti i minori di ordine 3 sono nulli, perché la matrice ha tre righe propor-
zionali: la prima, la terza e la quarta.

2. Cerchiamo un minore di ordine 2, che risulti diverso da 0:

1 2
6

6 8 2
4

= - =- .

Pertanto l’ordine massimo dei minori non nulli estraibili è r = 2.

Possiamo quindi affermare che il rango della matrice è uguale a 2.

7. LA MATRICE INVERSA
 DEFINIZIONE

Matrice inversa di una matrice quadrata

Si chiama matrice inversa di una matrice quadrata A di ordine n la matrice 
quadrata A-1 tale che risulti:

 A  $ A-1
 = A-1

 $ A  = In.

Non tutte le matrici quadrate ammettono la matrice inversa. Se una matrice ha 
la matrice inversa, si dice invertibile. Si dimostra che condizione necessaria e 

sufficiente affinché una matrice sia invertibile è che il suo determinante sia 

diverso da 0.
Vediamo con un esempio il procedimento per calcolarla.

Consideriamo la matrice A e calcoliamo il suo determinante con la regola di Sarrus:

A

1
3
1

2
2
1

0
1
2

=

-

-

-

> H;   ( )D

1
3
1

2
2
1

0
1
2

4 2 0 0 1 12 7=

-

-

-

= + + - + + =- .

Calcoliamo i complementi algebrici di tutti gli elementi di A.

2
1

1
2

A 311 =
-

-
=- ; 

3
1

1
2

A 512 =- =- ;
 

A
3
1

2
1

113 =
-

=-
-

;

A
2
1

0
2

421 =-
-

=- ; A
0
2

1
1

222 = =-
-

; A
1
1

2
1

123 =-
-

=
-

;

A
2

0
1

2
231 =

-
= ; A

0
1

1
3

132 =- =
-

; A
1
3 2

4
2

33 =
-

-
=- .

● Ricorda che una matrice 
quadrata con due righe 
uguali o proporzionali ha 
determinante uguale a 0.

● Le definizione è analoga 
a quella di reciproco di un 
numero a. Infatti si ha:

 a a a a 11 1$ $= =- - .

a 1-  esiste se e solo se a 0! .
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PARAGRAFO 7. LA MATRICE INVERSA

Dividiamo ora ciascun complemento algebrico per il determinante D della matri-
ce A. I numeri così ottenuti sono detti reciproci degli elementi di A. Per esempio,

D
A11  è il reciproco di a11.

Scriviamo poi la matrice quadrata del terzo ordine, ottenuta considerando la tra-
sposta della matrice formata dai reciproci di tutti gli elementi di A:

A

7
3

7
5

7
1

7
4

7
2

7
1

7
2

7
1

7
4

=

-

-

-l

R

T

S
S
S
S
S
SS

V

X

W
W
W
W
W
WW

.

Verifichiamo che la matrice ottenuta risolve il problema iniziale, ossia che i pro-
dotti A $ Al e Al $ A sono uguali alla matrice identica di ordine 3:

A A I

1

3

1

2

2

1

0

1

2

7
3

7
5

7
1

7
4

7
2

7
1

7
2

7
1

7
4

1

0

0

0

1

0

0

0

1
3$ $=

-

-

-
-

-

- = =l

R

T

S
S
SS

R

T

S
S
S
S
S
SS

R

T

S
S
SS

V

X

W
W
WW

V

X

W
W
W
W
W
WW

V

X

W
W
WW

;

A A I

7
3

7
5

7
1

7
4

7
2

7
1

7
2

7
1

7
4

1

3

1

2

2

1

0

1

2

1

0

0

0

1

0

0

0

1
3$ $=

-

-

-

-

-

-

= =l

R

T

S
S
S
S
S
SS

R

T

S
S
SS

R

T

S
S
SS

V

X

W
W
W
W
W
WW

V

X

W
W
WW

V

X

W
W
WW

.

La matrice Al risulta l’inversa di A: si indica con A-1.

Per calcolare l’inversa di una matrice invertibile, generalizziamo il procedimento 
dell’esempio precedente.

Data la matrice A di ordine n:

  A

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

an n n

n

n

nn

11

21

1

12

22

2

13

23

3

1

2

f f f

f

f

f

f

f
=

R

T

S
S
S
S
S

V

X

W
W
W
W
W

con determinante D 0! , per ottenere la matrice inversa A 1-  occorre:

•  scrivere la matrice dei complementi algebrici Aij degli elementi di A;

•  dividere ogni elemento di questa matrice per D;

•  scrivere la trasposta della matrice ottenuta.

Si ha quindi:

  A

D
A

D
A

D
A

D
A

D
A

D
A

D
A

D
A

D
A

D
A

D
A

D
An n n

n

n

nn

1

11

12

1

21

22

2

31

32

3

1

2

f f f

f

f

f

f

f
=-

R

T

S
S
S
S
S
S
S
S

V

X

W
W
W
W
W
W
W
W

.

● Il reciproco di a11 è:

 
7
3

7
3

-

-
= .
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